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Lo sopo di questo report riguarda l'illustrazione dei risultati preliminari ottenuti mediante
l'utilizzo del software he implementa il modello elettromagnetio per l'analisi di opertura
UMTS (Modello Gandini-Rusitti) [1℄. In dettaglio, nella Sezione 2 sono deniti i parametri
d'ingresso al software, le quantità alolate e le grandezze relative ai osti omputazionali.
Suessivamente, sono mostrati i risultati di due asi di test: il primo riguarda un terminale
mobile in ollegamento on una sola ella N = 1 (Sezione 3.1) mentre nel seondo il terminale
rieve il segnale da N = 2 elle (Sezione 3.2). Per ognuna delle situazioni studiate sono
riportati:
• i parametri d'ingresso del software;
• le equazioni delle statistihe dei segnali;
• le equazioni alla base del alolo della opertura del pixel;
• i risultati ottenuti;
• i osti omputazionali del proesso.
Inne, nella Sezione 4 è desritto un piano di validazione numeria del software implementato.
In partiolare, sono deniti i parametri di ingresso he il software deve rievere e il tipo di
simulazioni da eettuare sia per onosere in modo ompleto le potenzialità e le limitazioni del
modello, sia per raogliere una serie di dati he verrà poi onfrontata on misure eettuate
in un sito il ui risultato fornirà la validazione del modello.
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2 Denizioni
In questa sezione sono deniti tutti i parametri utilizzati per determinare la opertura di un
singolo pixel, le quantità alolate dal software implementato e le grandezze he desrivono
i osti omputazionali relativi ad ogni parte del software.
2.1 Parametri in Ingresso
I parametri d'ingresso sono stati divisi in tre dierenti lassi [2℄: (a) i parametri provenienti
dal tool di planning elettromagnetio, (b) i parametri relativi alla ostruzione della mappa di
opertura del pixel ed inne (c) i parametri he determinano il funzionamento del software.
2.1.1 Tool Planning Elettromagnetio
• Livello di potenza del segnale rievuto nel pixel proveniente dall'n-esima ella: < xn >
[dBm].
• Coeiente di Potenza Segnale Pilota su Potenza Totale proveniente dall'n-esima ella,
riferito all'i-esimo ollegamento terminale mobile - ella: ain; i = 1, . . . , N ; n = 1, . . . , N .
• Rumore Termio riferito alla ella n-esima ella: cn [mW ].
2.1.2 Costruzione Mappa di Copertura
• Soglia per il rapporto Segnale-Interferente: ythr [dB].
• Soglia di Probabilità del rapporto Segnale-Interferente: Pthr.
2.1.3 Funzionamento del Software
• Numero di Intervalli di disretizzazione per la variabile yn: M
y
n ; n = 1, . . . , N .
• Numero di Intervalli di disretizzazione per la variabile xn : M
x
n ; n = 1, . . . , N .
• Numero di Campioni della funzione f (γ): H .
• Tipo di Campionamento.
• Metodo di Integrazione.
• Metodo di Inversione della Matrie.
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2.2 Parametri in Usita
Le quantità alolate dal software durante l'elaborazione dei dati sono fornite sia per eviden-
ziare il orretto funzionamento del sofware he eventuali ritiità omputazionali (malon-
dizionamento della matrie, ampionamento non adeguato, et.). In dettaglio, sono mostrate
le seguenti quantità:
• yi = F (x1, . . . , xN ) ; i = 1, . . . , N . Funzione he esprime il rapporto segnale-interferente
relativo all'i-esimo ollegamento tra il terminale mobile e l'i-esima ella ome funzione
delle intensità di segnale provenienti dalle N elle he trasmettono nel pixel.
• y = max (y1, . . . , yN). Massimo rapporto segnale-interferente tra gli N ollegamenti tra
terminale mobile presente nel pixel e le N elle he lo raggiungono. Il modello onsidera
ome ollegamento utile (ioè quello tramite il quale avviene la trasmissione dei dati)
quello on il massimo rapporto segnale-interferente.
• xi = G (y1, . . . , yN) ; i = 1, . . . , N . Funzione inversa di F . Esprime l'intensità del seg-
nale trasmesso dall'i-esima ella ome funzione dei rapporti segnali-interferenti relativi
agli N ollegamenti terminale-ella.
• py (y1, . . . , yN). Funzione densità di probabilità dei rapporti segnale-interferente relativi
agli N ollegamenti terminale-ella. Tale funzione non è nota a priori.
•
∫ ythr
0 py (y1, . . . , yN) dy1 . . . dyN . Funzione integrale di py. Rappresenta la probabilità
he il generio ampione (y1, . . . yN) abbia tutte le omponenti inferiori a ythr.
• f (γ). Funzione he esprime la probabilità he il massimo rapporto segnale-interferente
dei ollegamenti terminale-ella y sia superiore alla soglia γ, ioè f (γ) = Pr [y > γ] [1℄.
2.3 Costi Computazionali
Allo sopo di mostare i osti omputazionali riferiti alle dierenti fasi del proesso di alolo
sono denite le seguenti quantità:
• tdis [sec]: tempo neessario al software per disretizzare il dominio di integrazione.
• tint [sec]: tempo di integrazione della funzione py (y1, . . . , yN).
• ttot [sec]: tempo totale per il alolo della opertura del pixel. ttot = tdis + tint.
• tf(γ) [sec]: tempo neessario al alolo della funzione f (γ).
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• Memory [Byte]: memoria oupata durante il proesso di alolo.
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3 Validazione Numeria - Singolo Pixel
In questa sezione sono mostrati i risultati ottenuti dal software nel proesso di alolo della
opertura di un singolo pixel. In dettaglio, sono stati onsiderate due ongurazioni: nella
prima (Sezione 3.1) il terminale mobile presente nel pixel è in ollegamento on una sin-
gola ella mentre nella seonda (Sezione 3.2) il terminale mobile è in onnessione on due
elle. Ogni aso di test è desritto auratamente mostrando i dati onsiderati dal software
(parametri d'ingressi) e denendo la formulazione matematia assoiata (equazioni determin-
istihe e statistihe dei segnali).
3.1 Numero Celle N = 1 - Singolo Pixel
Parametri in Ingresso
• Livello di potenza del segnale rievuto nel pixel: < x1 > [dBm].
• Coeiente di Potenza Segnale Pilota su Potenza Totale: a11.
• Rumore Termio: c1.
• Disretizzazione Spazio X: Uniforme.
• Disretizzazione Spazio Y : Uniforme.
• Metodo di Integrazione: Metodo dei Rettangoli [3, 4℄.
• Metodo di Inversione della Matrie: Deomposizione LU di Choelsky [3, 4℄.
Formulazione Matematia

















• x1 = 10 log (A
−1B) = G (y1) on:
 A matrie 1× 1 di equazione A = [y1a11 − 1] .
 B vettore 1× 1 di equazione B = [−y1c1].











• Funzione densità di probabilità px = N (µ, σ) on µ =< x1 >.







• Statistia del rapporto segnale su interferente y, py (y1) = px (G (y1)) det JG on:
 det JG - determinante della funzione jaobiana di G.
Probabilità Pr [y > ythr]
• Pr [y > ythr] = 1− Pr [1 ≤ ythr] = 1−
∫ ythr
0 py (y1) dy1 = 1−
∫ ythr
0 px (G (y1)) det JGdy.
• f (γ) = Pr [y > γ] = 1− Pr [y < γ] = 1−
∫ γ
0 py (y1) dy1 = 1−
∫ γ
0 px (G (y1)) det JGdy1.
Desrizione del Test Case
• < x1 >= −94.06 [dBm].
• σ2 = 8 [dBm].




• c1 = 3.533× 10
−10.
• My1 = 500 - M
x
1 = 500.
• H = 501.
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Simulazioni Numerihe
In questa sezione sono riportati i risultati più signiativi ottenuti mediante le simulazioni
eettuate onsiderando un terminale mobile presente nel j-esimo pixel he rieve il segnale
da una singola ella. In dettaglio, in gura 1 è mostrato l'andamento del rapporto segnale-
interferente y1 al variare del valore di ampo trasmesso nel pixel dalla ella x1 espresso in
dBm, F (x1). La variabile y1 tende asintotiamente al valore di 0.2773 he rappresenta il













Figura 1: N = 1 - Rapporto segnale-interferente y1 in funzione della potenza trasmessa x1
In gura 2 è mostrata invee la funzione inversa di F , G. Essa fornise indiazioni sul valore
di ampo x1 assoiato ad un determinato rapporto segnale-interferente y1; ad esempio, se
y1 vale 0.21 (∼ −6.75 [dBm]), la potenza trasmessa nel pixel dalla ella sarà nell'ordine di
−100 [dBm]. Come atteso, gli asintoti vertiali di tale funzione si hanno per y1 = 0.2773



















Figura 2: N = 1 - Potenza trasmessa nel pixel x1 in funzione del rapporto segnale-interferente y1
Una volta assunta la densità di probabilità px della potenza del segnale trasmessa dalla ella
di tipo gaussiano on varianza σ2 = 8 [dBm] [1℄ è stata alolata la densità di probabil-
ità del rapporto segnale-interferente py la ui suessiva integrazione fornise l'informazione
riguardante la opertura del pixel. Si onsiderino dunque le gure 3 e 4 he mostrano rispet-
tivamente la densità di probabilità del rapporto segnale-interferente y1 del ollegamento tra
il pixel e la ella trasmittente indiata on py (y1) e la probabilità he il rapporto segnale-
interferente y1 sia inferiore ad una determinata soglia ythr, P [y < ythr]. Si noti innanzitutto
ome tali funzioni siano denite per valori di y ∈ [0, 0.2773) he rappresentano il limite
minimo (non 'è trasmissione di potenza nel pixel) e il limite massimo. Inoltre, il fatto he
valga P [y < 0.2773] = 1 assiura la orrettezza del valore dell'integrale e del proesso di
alolo di py [1℄. Si noti poi ome esse assumano valori signiativi (py > 5.400 × 10
−3
,
P [y < ythr] > 6.0851 × 10
−5
) solo per valori di y > 0.15. E' dunque possibile foalizzare il
alolo di tali funzioni in un insieme più ristretto, diminuendo i osti omputazioni riduendo
il numero di ampioniM
y
1 mantenendo la stessa auratezza nei risultati o vieversa, mante-
nendo lo stesso numero di ampioniM
y





































Figura 4: N = 1 - Probabilità he il rapporto segnale interferente y1 sia inferiore ad un soglia ythr
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Allo sopo di valutare in modo ompleto la opertura probabilistia del pixel, è stata alolata
la funzione f (γ) he esprime la probabilità he il rapporto segnale-interferente del ollega-
mento terminale-ella sia superiore ad una determinata soglia γ, ioè f (γ) = Pr [y > γ].
Con riferimento alla gura 5, si noti ome una volta ssata una soglia di probabilità Pthr
e di rapporto segnale-interferente ythr diventi immediato veriare la opertura o meno del
pixel: si onsideri ad esempio Pthr = 0.8 e ythr = −6 [dBm]; risulta evidente he il pixel non
è operto perhè ad una soglia di −6 [dBm] orrisponde una probabilità di P [y > −6 dBm]
















Figura 5: N = 1- Probabilità he il rapporto segnale-interferente y1 sia superiore alla soglia γ
Per quanto riguarda i osti omputazionali del aso di test onsiderato, essi sono riportati
nella Tabella I. I tempi di alolo fanno riferimento a simulazioni ottenute su un PC portatile
TOSHIBA S5200-801 on Proessore Pentium IV , frequenza 2 [GHz] e 512MByte di RAM.
Tali osti non risultano essere partiolarmente gravosi: il risultato del proesso di integrazione
è ottenuto in ∼ 0.3 [sec] mentre la memoria oupata è di ira 4KByte. Le informazioni
omplete riguardo la opertura del pixel ottenute tramite la funzione f (γ) sono ottenute in
ira ∼ 15 [sec].
Memory [Byte] tdis [sec] tint [sec] ttot [sec] tf(γ) [sec]
∼ 4× 103 < 10−6 3× 10−1 3× 10−1 1.5× 102
Tabella I: N = 1 - Costi omputazionali
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3.2 Numero Celle N = 2 - Singolo Pixel
Parametri in Ingresso:
• Livello di potenza del segnale rievuto nel pixel: < x1 >, < x2 > [dBm].
• Coeienti di Potenza Segnale Pilota su Potenza Totale Cella 1: a11 = a12.
• Coeienti di Potenza Segnale Pilota su Potenza Totale Cella 2: a21 = a22.
• Rumore Termio Cella 1: c1.
• Rumore Termio Cella 2: c2.
• Disretizzazione Spazio X: Uniforme.
• Disretizzazione Spazio Y : Uniforme.
• Metodo di Integrazione: Metodo dei Rettangoli [3, 4℄.
• Metodo di Inversione della Matrie: Deomposizione LU di Choelsky [3, 4℄.
Formule Analitihe
• y = max (y1, y2).
















= F (x1, x2).




























 = G (y1, y2)
on k1 = a11 = a12 e k2 = a21 = a22.
• (x1, , x2) = 10 log (A
−1B) = G (y1, , yN) on:
 A matrie 2× 2 di equazione A =

 (y1a11 − 1) y1a12
y2a21 (y2a22 − 1)
































 > 0 → k1y1+k2y2 < 1 (si veda
l'Appendie A per i dettagli).
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Statistihe dei Segnali




on µ = [µ1, µ2] = [< x1 >, < x2 >].
• Statistia livello di potenza del segnale rievuto nel pixel:




x1 − µ2 x2 − µ1











• Statistia del rapporto segnale su interferente y, py (y1, y2) = px (G (y1, y2)) det JG.
Probabilità Pr [y = max (y1, y2) > ythr]
• Pr [y > ythr] = 1−
∫
Aythr
px (G (y1, y2)) det JGdy1dy2 on:
 Aythr dominio di Integrazione: Aythr = {(y1, y2) | y1 < ythr; y2 < ythr; k1y1 + k2y2 < 1}.
• f (γ) = 1−
∫ Aγ
0 px (G (y1, y2)) det JGdy1dy2on:
 Aγ dominio di Integrazione: Aγ = {(y1, y2) | y1 < γ; y2 < γ; k1y1 + k2y2 < 1}.
Desrizione del Test Case [1℄
• < x1 >= −94.06 [dBm].
• < x2 >= −95.26 [dBm].























• c1 = 3.533× 10
−10
, c2 = 3.405× 10
−10
.
• My1 = M
y





• H = 101.
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Simulazioni Numerihe
Allo sopo di visualizzare il omportamento deterministio dei rapporti segnale-interferente y1
e y2, relativi rispettivamente al ollegamento tra un terminale mobile presente in un generio
pixel e la prima e la seonda ella, onsideriamo i risultati mostrati in Figura 6 (y1) e Figura
7 (y2). Si noti ome in entrambi i asi un elevato valore di potenza trasmessa dalla ella
relativa al ollegamento (x1 nel aso di y1 e x2nel aso di y2) non è suiente a garantire un
adeguato rapporto segnale-interferente. Questo perhè un ruolo fondamentale è gioato dalla
potenza trasmessa dall'altra ella he è interpretata ome interferente dal terminale mobile
in ollegamento. Tale omportamento spiega il valore massimo di y1 ∼ 0.2773 e y2 ∼ 0.2877
rispettivamente nel punto (x1, x2) = (−70, −130) [dBm] e (x1, x2) = (−130, −70) [dBm], e
i valori di y1 ∼ y2 = 0.15 nel punto (x1, x2) = (−70, −70) [dBm].













Figura 6: N = 2 - Rapporto segnale-interferente y1 in funzione
delle potenze x1 e x2
15













Figura 7: N = 2 - Rapporto segnale-interferente y2 in funzione
delle potenze x1 e x2
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La dimostrazione del orretto funzionamento del proesso di inversione è mostrata nelle gure
8 (a) e (b) dove i valori di rapporto segnale-interferente ampionati y1 e y2 sono onfrontati
on quelli ottenuti alolando i orrispondenti valori di potenza trasmessi nella ella ome
(x1, x2) = 10 log (A
−1B) ed appliando a tali valori la funzione F (tali valori sono indiati
ome y1ce y2c). Il perfetto aordo tra le quantità ampionate e alolate ertia he il































Figura 8: N = 2 - Veria del proesso di inversione - Confronto tra rapporti segnale-interferente
ottenuti mediante ampionamento e mediante inversione della matrie on suessiva appliazione
della funzione F .
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Nell'ipotesi di una distribuzione statistia della potenza rievuta nel pixel di tipo gaussiano
bi-dimensionale si è alolata la densità di probabilità ongiunta py dei rapporti segnale-
interferente y1 e y2. Tale funzione è mostrata in gura 9. Essa è denita solamente nel semi-
piano denito dell'equazione y1a11 + y2a22 < 0 he orrisponde alla parte superiore destra
della gura. py risulta avere un singolo massimo del valore di ira 610 nel punto (y1 y2) =
(0.185, 0.087) ed assume valori signiativi solo in una piola porzione di piano posizionata
parallelamente alla retta he denise il dominio della funzione. Tale omportamento è
spiegato onsiderando he tali valori di y1 e y2 sono generati da livelli di segnale x1 e x2
he si trovano viino al valore medio della gaussiana he desrive il loro omportamento
statistio. Inoltre si osservi ome il omportamento impulsivo della py possa portare ad










610 py (y1, y2) 0.0
Figura 9: N = 2 - Densità di probabilità ongiunta dei rapporti
segnale-interferente y1e y2, py (y1, y2)
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Riferendosi invee all'integrazione della funzione py allo sopo di alolare la probabilità he
valgano le relazioni y1 < y1−thr e y2 < y2−thr si onsideri il risultato riportato in gura 10.
L'auratezza del alolo è provata dal fatto he tale probabilità tende asintotiamente al
valore 1 nel punto (y1−thr, y2−thr) = (0.2773, 0.2877) le ui oordinate rappresentano i valori












1.0 Pr [(y1, y2) < (y1−thr, y2−thr)] 0.0
Figura 10: N = 2 - Probabilità he i rapporti segnale-interferenti
y1 e y2 siano inferiori rispettivamente alle soglie y1−thr e y2−thr
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Il proesso di integrazione della funzione py è stato inoltre utilizzato per il alolo della fun-
zione f (γ) denita ome la probabilità he il massimo tra i due rapporti segnale-interferente
y1 e y2 sia superiore ad una soglia γ, ioè f (γ) = Pr [y = max (y1, y2) > γ]. La funzione
è riportata in gura 11. Come atteso, la funzione è monotona deresente (aumentando la
soglia γ diminuirà la probabilità he essa possa essere superata). Tale funzione permette
l'analisi della opertura del pixel: si onsideri, ad esempio, un pixel operto se il massimo
rapporto segnale-interferente y supera la soglia di ythr = −9.5 [dBm] on una probabilità
Pthr = 0.95. Utilizzando il grao di gura 11 si trova: f (−9.5) = 0.99 e dunque il pixel
risulta operto (0.99 > Pthr). Vieversa, ssando la soglia a ythr = −8.5 [dBm] e mantenendo
















Figura 11: N = 2 - Probabilità he il massimo rapporto segnale-interferente y sia superiore alla soglia γ
E' importante omparare la funzione f (γ) appena alolata on quella ottenuta onsiderando
una singola ella trasmittente (gura 12). Si nota ome le prestazioni del sistema quando
nel pixel trasmettono due elle siano peggiori di quando trasmette una singola ella. Questo
dipende dalla formulazione del modello he onsidera ome interferente il segnale proveniente
dalla ella on ui il terminale mobile non è in ollegamento (il terminale mobile onsidera
il rapporto segnale-interferente maggiore), dunque nel aso N = 2 è stata aggiunta una
fonte supplementare di rumore he degrada le prestazioni. Tale osservazione ore omunque
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una possibilità per un eventuale miglioramento del modello he tenga in onsiderazione del
meanismo di soft−handover e aloli il segnale utile ome ombinazione lineare dei segnali





















Figura 12: Confronto tra f (γ) nel aso di terminale mobile
ollegato on N = 1 (verde) o N = 2 (rosso) elle.
Inne, in Tabella II sono riportati i osti omputazionali dell'intero proesso di alolo: il
alolo della opertura del pixel avviene in ira 15 [sec] mentre la memoria oupata risulta
essere ∼ 300Kbyte. Anhe in questo aso le simulazioni sono state eettuate su un portatile
TOSHIBA S5200-801 on Proessore Pentium IV , frequenza 2 [GHz] e 512MByte di RAM.
Memory [Byte] tdis [sec] tint [sec] ttot [sec] tf(γ) [sec]
∼ 3.17× 105 3.96× 10−4 1.524× 101 1.524× 101 1.44× 103
Tabella II: N = 2 - Costi omputazionali
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4 Piano di Validazione Numeria
Nel piano di validazione numeria del modello per l'analisi di opertura UMTS (Modello
Gandini-Rusitti) una parte dei parametri he devono essere forniti al software sono gli stessi
he hanno portato al alolo della opertura di un singolo pixel, ovviamente forniti per ogni
pixel in ui è diviso il sito:
• Livello di potenza del segnale rievuto nel pixel proveniente dall'n-esima ella: < xn >
[dBm].
• Coeiente di Potenza Segnale Pilota su Potenza Totale proveniente dall'n-esima ella,
riferito all'i-esimo ollegamento terminale mobile - ella: ain; i = 1, . . . , N ; n = 1, . . . , N .
• Rumore Termio riferito alla ella n-esima ella: cn [mW ].
Inoltre, saranno presenti tutti i parametri relativi alla topologia del sito:
• Numero totale dei pixel.
• Coordinate di ogni pixel.
Ognuno dei parametri desritti è fornito dal software di planning elettromagnetio mediante
files he saranno opportunamente elaborati per una più faile lettura dei parametri da parte
del software he implementa il modello di opertura.
Allo sopo di valutare le prestazioni del modello ed evidenziarne le ritiità sarà neessario
eseguire una serie di simulazioni riguardanti diversi aspetti dello stesso. Questi asi di test
sono di seguito shematizzati.
Test Case - Numero di Celle in Comuniazione Variabile
Obiettivi: determinare l'eetto he il numero di elle in omuniazione on il singolo pixel
ha sulla sua opertura e sui osti omputazionali.
Proedura: ssato un valore di soglia sul rapporto segnale-interferente e sulla probabilità
di opertura variare il numero massimo di elle da N = 1, . . . Nmax he possono trasmettere
nel pixel e valutare: (a) il valore di probabilità di superamento della soglia raggiunto, (b) i
osti omputazionali assoiati.
Test Case - Probabilità di Soglia Copertura Variabile
Obiettivi: determinare l'eetto he il valore della probabilità di soglia Pthr sulla opertura
ha sulla mappa di opertura.
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Proedura: ssato un numero massimo di elle he possono trasmettere nei pixel Nmax ed
un valore di soglia sul rapporto segnale interferente ythr alolare la mappa di opertura del
sito per dierenti valori della probabilità di soglia Pthr.
Test Case - Rapporto Segnale-Interferente di Soglia Variabile
Obiettivi: determinare l'eetto he il valore del rapporto segnale-interferente di soglia ythr
ha sulla mappa di opertura.
Proedura: ssato un numero massimo di elle he possono trasmettere nei pixel Nmax ed
un valore di probabilità sul rapporto segnale-interferente Pthr alolare la mappa di opertura
del sito per dierenti valori della probabilità di soglia ythr.
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Appendie A - Determinazione del Dominio di G
Lo sopo di questa appendie è quello di alolare il dominio della funzione inversa di F , G.








Per sempliare la trattazione, si ponga: 10x1/10 = w1, 10
x2/10 = w2, a11 = a12 = k1 e






































Si studi ora il segno di w2 perhè non sono ammessi ome soluzioni del sistema valori negativi.
Si osservi he valgono le seguenti proprietà:
1. y1, y2 > 0 per ipotesi
2. k1, k2 > 0 per ipotesi
3. c1, c2 > 0 per ipotesi
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4. (y1k1 − 1) , (y2k2 − 1) < 0 perhè y1 < k1 = a11 e y2 < k2 = a22 per ipotesi.
5. (y1k1 − 1) (y2k2 − 1) > 0 per la proprietà 4.
6. −y2c2 (y1k1 − 1) + y2k2y1c1 > 0 per la 1. 2. 3. e per la 4.
Si avrà dunque he il segno di w2 sarà lo stesso dell'espressione:
f (y1, y2, k1, k2) = 1−
y1y2k1k2
(y1k1 − 1) (y2k2 − 1)
. (7)
Si veda ora per quali valori di y1, y2, k1, k2, f (y1, y2, k1, k2) è maggiore di zero. Si ha:
f (y1, y2, k1, k2) = 1−
y1y2k1k2
(y1k1−1)(y2k2−1)




Per la proprietà 5 vale: (y1k1 − 1) (y2k2 − 1) > 0 e dunque si semplihi l'analisi studiando
il segno del solo numeratore dell'equazione (8):
(y1k1 − 1) (y2k2 − 1)− y1y2k1k2 > 0 (9)
da ui
y1k1y2k2 − y1k1 − y2k2 + 1 > y1y2k1k2 (10)
inne si ha he w2 > 0 se vale la seguente disuguaglianza:
y1k1 + y2k2 < 1 (11)
In modo del tutto analogo (sostituendo (4) in (3) e proedendo nello stesso modo) si ha he
w1 > 0 se vale la (11).
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